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ภาคการศึกษาที่ 2, 2552 บทที่ 3 การตั้งฉากของเวกเตอร์ (Orthogonality) ครั้งที่ 9

3.2 กระบวนการของแกรม-ชมิท (Gram-Schmidt process)

กระบวนการของแกรม-ชมิท (Gram-Schmidt pro-
cess)
บทนิยาม 1 (เวกเตอร์การฉาย, เวกเตอร์การฉายเชิงตั้งฉาก (Projec-
tion, orthogonal projection)).
ให้เซต S = { v1, v2, . . . , vm } เป็นฐานหลักของปริภูมิย่อย U ⊂
Rn และให้ v ∈ Rn

เรานิยาม เวกเตอร์การฉาย (projection) ของเวกเตอร์ v บน U
หรือ spanS ว่า

projv 1
v + projv 2

v + · · ·+ projvm
v

เรานิยาม เวกเตอร์การฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal projection)
ของเวกเตอร์ v บน U หรือ spanS ว่า

v − projv 1
v − projv 2

v − · · · − projvm
v

กระบวนการ แก รม-ชมิ ท (Gram-Schmidt process) เป็น
กระบวนการสร้างฐานหลักเชิงตั้งฉาก (orthogonal basis) และ
ฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonormal basis) จากฐานหลัก
ของปริภูมิย่อย U ของ Rn

ให้เซต S = {u1,u2, . . . ,up } เป็นฐานหลักของปริภูมิย่อย
U ⊂ Rn

ขั้นตอนที่ 1 ทำเวกเตอร์u1 ให้เป็นเวกเตอร์หนึ่งหน่วยเรียกว่า q1

นั่นคือ
v1 = u1,

q1 =
v1

‖v1‖

ขั้นตอนที่ 2 หาเวกเตอร์การฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal projec-
tion) ของ u2 บน span{ v1 } และทำให้เป็นเวกเตอร์หนึ่ง
หน่วยเรียกว่า q2

นั่นคือ
v2 = u2 − projv 1

u2,

q2 =
v2

‖v2‖

ขั้นตอนที่ 3 หาเวกเตอร์การฉายเชิงตั้งฉาก (orthogonal projec-
tion) ของ u3 บน span{ v1, v2 } และทำให้เป็นเวกเตอร์
หนึ่งหน่วยเรียกว่า q3

นั่นคือ
v3 = u3 − projv 1

u3 − projv 2
u3,

q3 =
v3

‖v3‖

ขั้นตอนที่ 4 ทำขบวนการ เดิม ซ้ำ หา เวกเตอร์ การ ฉาย เชิง ตั้ง
ฉาก (orthogonal projection) ของ up บน
span{ v1, v2, . . . , vp−1 } และทำให้ เวกเตอร์หนึ่งหน่วย
เรียกว่า qp

นั่นคือ
vp = up − projv 1

up − projv 2
up − · · · − projv p−1

up

qp =
vp

‖vp‖

เซต { v1, v2, . . . , vp } เป็นฐานหลักเชิงตั้งฉาก (orthogonal ba-
sis) ของ U
เซต { q1, q2, . . . , qp } เป็นฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (orthonor-mal basis) ของ U
ตัวอย่าง 1.
พิจารณา
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ซึ่งเป็นฐานหลักของ R3 จงสร้างฐานหลักเชิงตั้งฉาก (orthonormal
basis) ของ R3 จาก B โดยใช้กระบวนการแกรม-ชมิท (Gram-
Schmidt process)

วิธีทำ. แสดงในห้องเรียน

ตัวอย่าง 2.
จาก ฐาน หลัก เชิง ตั้ง ฉาก ปรกติ (orthonormal basis) ที่ ได้ จาก

ตัวอย่าง (1) ของปริภูมิเวกเตอร์ R3 ให้ u =
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α1, α2 และ α3 ที่ทำให้

u = α1q1 + α2q2 + α3q3 (1)

เมื่อ q1, q2 และ q3 เป็นสมาชิกในฐานหลักเชิงตั้งฉากปรกติ (or-
thonormal basis)

วิธีทำ. ถ้าเราใช้ผลคูณจุด ทั้งสองข้างของสมการ (1) ด้วย q1 จะ
พบว่า

q · u = α1‖q1‖2 = α1

นั่นเอง ในทำนองเดียวกันเราสามารถหา α2 และ α3 ได้


